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BOLYAI INTÉZET  
I. §. Bevezetés.  
A magyar kutatók több mint hatvan dolgozatot irta k a felszaba-
dulás óta az ÁBEL-féle csoportokról. amelyek a csoportok szerke -
zetét és adott tulajdonságnak eleget-tevő csoportok leirását adják . A  
végtelen ABEL csoportok területén a felszabadulás előtt szinte nem is  
értek el eredményt. Nagy jelentőségű munkát végzett SZELE profesz-
szor által alapitott debreceni algebrai iskola. de rajtuk kivül sok más  
kutató is belekapcsolódott ebbe a nagyjelentőségű munkába, FUCIIS  
LÁSZLÓ professzor angol nyelven megirt «Abdlian Gro ups. könyve  
nagyszerűen foglalja össze nemcsak a magyar, hanem a külföldi ku-
tatók eredmén ye it. A magyar kutatókra külföldön is felfigyeltek, ered - 
ményeiket nagyra értékelik. e tény alátámasztására elegendő A.G.  KU-
ROS szovjet akadémikusnak könyve magyar kiadásához irt előszavából  
idézni :.A magyar algebristák vizsgálatai számos kérdésben. különö-
sen pedig az Abel-csoportok elméletében, nagy lendületet vettek az u-
tobbi évek során, és tanai vagyunk annak, miként alakul ki Ma ► a ror-
szágon az algebrai kutatásnak egy uj nagy középpontja.» -Nem vélet -
len, hogy KUROS éppen az Abel-csoportok területén végzett kutatá  -
sainkat emiéLi ki. Valóban az elmult időkben a szovjet tudosok mellett  
a magyarok értek el számottevő eredményeket az Abel-csoportok szer-
kezetének feltárásában. ' 
75. 
Az Abel -csoportok elméletének fejlődése három részre osztható. 
Fejlődésük akkor Indult meg. amikor észrevették, bogy a véges eset-
ben a kommutativitás feltételezése nagyon leegys zerüsiti a csoport 
strukturáját, és magéval vonja, bogy a csoport ciklikus direkt össze-
gére bomlik. Ez implicite már benne van GAUSS 1801.-es dolgozatéban. 
explicite KRONECKER bizonyitotta be 1870--ben. Azt. hogy a ciklikus 
összeadandók rendjei priml ► atványoknak választhatók, 1878 .ban bizo - 
nyitotta FROBENIUS és STICKELBERGER. 
Hosezu ideig nem volt ujabb komoly eredmény. LEVY  1917-ben  
kezdte meg az általános elmélet kiépitésőt / a végtelen esetfa is o/ 
A második időszak POŰFER dolgozataival kezdődik /1921-24 1. 
PRÜFER alapozta meg az Abel csoportok modern elméletét és ő kezd-
te meg a végtelen Abel-csoportok vizsgálatát. 
A harmadik időszak Kulikov két dolgozatával kezdődik /1911- . .45/. 
Az általa adott eszmék a tetszőleges számosságu trimér Abel cso 
portok elméletét fejlesztették ki, 
Mielőtt az eredmények részletes tárgyalására rátérnénk, előbb 
foglaljuk össze a szükséges fogalmakat. 	 . 
Csoporton a következőkben mindig additiv módon irt Abel-csopor-
tot értünk. Ha qt a g  csoport valamely eleme, akkor (3 •val jelöljük 
az általa generált ciklikus csoportot. amely min dig--- részcsoportja --
nek Az p41 jelenti az U halmaz által generált csoportot. az " -t a 
csoport generátorrendszerének nevezzük. 
A G csoportot torziócsoportnak nevezzük. ha minden elemén e k 
a rendje véges. Ellenkező esetben, vagyis amikor a csoport Q --t ól 
különböző eleme végtelen rendű, torzlórnentes csoportról beszélünk. I-Ia 
vannak véges- és végtelen 0 -tőt különböző elemei is akkor a csoport 
3'e-s. 
A 	soportot 	 csoportfai direk tösszegének nevez- 
zük, ha te 	si.;lne:. a kő etk4ö feltétoiok = 
76. 
1./ Bármoly két Ht és Hj !i * f i részcsoport elemei felcserélhetők. 
I I./ Bdrmel y gECJ elem agyértelműen felárható 
gith,+h=+...+h„ 	
•■ 
összeg alakjel ban. aikoi h' C- 	a 4,2,—,      r' 
A p -edreadű ciklikus csoportot Clp) .vet jelöljük és ezt a je-
lölési módot megt uk a végtelen esetben is. 
A; csoport a,,, ctt'=t • • ',fik `a' *O) elemeit lineárisan füiNet 
lennek nevezzük. ha az n,pt4i- ... +nk «k 	-raciondlis' -egösiritre 
láció csak rt,. a, a... = rtk a,e a O 	esetén állhat fenn. 
Legyen H a Q .nek olyan részcsoportja, amelyre teljesül a 
következő fe Vétel 0 ha az te ar - h (h EH/ egyenlet megoldható Q 
ben. akkor van olyan megoldás is. mely H --hoz tartozik. ekkor 
a g szerváns részcsoportjának nevezzük. 
on 
Legyen 9 p -csoport. Ha cxEg és k
az 
 Snemnegativ egészn ek 
legnagyobbika. amelyekre a p"" cx egyenlet C,, j -ben me g oldha--
16 X -re. akkor k —t az cx elena magas8ágdnak nevezzük. Ila 
nincs ilyen Ottikkor az ci -vt végtelen magasságunak tekintjük. 
Egy g csoport endomorfizmusánn a csoport önmagába való 
homomorf lekLizését .értjük. Endomorizmusok szorzata az az endomor--
fizmus, amel v az egytnásutáni végrehajtdaukkal áll elö. Az Aoel--coo-. 
portok endomorfizmusai a közöttük értelmezett összeadás és szorzás 
alapján gyűrűt alkotnak. az u.n. endonaorlizmusgyitrüt. 
2Q •. Strukturális vizsgálatok. 
A magyar algebristák - sok esetben a szovjet csoportelméleti 
iskola képviselőinek /KULIKOV. KI. OS. stb/ eredményeihez kap-
csolódva jelentősen tovább bjesztették a csoportok strultujdra vonat-
kozó korább eredményeket. E téren elsősorban SZELE. FUCHS és 
KERASZ alkottak maradandó' de mellettük számos fiatal kutató : 
rRDiL,II, KOVÁCS. ERD' 89 BOGNÁR stb. is hozzá járult bizonyos 
strukturális kérdések tisztázásához. 
Ti. 
a./ Torzió-csoportok. 
Mint ismeretes a torzió - csoportok vizsgálata teljesen visszavezet-
hető a priméresoportok vizsgálatára. Ezért esz a!ábbialban ismeristen dő e-
redmények mind priméresoportokre ve atkozöak, 
Kertész Andor Pi] Prefer Knlikov állal éltalánositott kővet-
kező tételét fejeszteáte tovább ó egy e g.zámlélliató p --csoport akkor és 
csakis akkor bontható fel ciklikus ceoportok direktősszegéren he nem tarást---
inaz végtelen magaaságu elemet. KIzRTZ legmesszebbmenő eredménye 
ezen a téren a következő. Nevezzük a 	p - csoport B részcsoportjá- 
nak P maximális független rendszegéi tartórendez e ieko ha P -nek e-
gyetlen eleme sem cserélhető ki nagyobb magaaságu B -bell elemmel a 
fiiggetlenség megsértése nélkül. Mármost egy Qp -csoport akkor és reaki8 
akkor bontható fel ciklikus ős kyázicikilkus . csoportok direktösszegére, ha 
. 	t .1i td,- rrE. tul st i ttx 	igk1 	t 	lalk 	y 
C(p tipusu részes oportjába r8 2 / g tartalmaz oly 8 részesopgttot 
melynek van tartórendszere a a g/B faktőresoport ciklueőeszeg; 
Szele Tibor 0461 dolgozatön sk főeredménye az, bogy minden 
p -csoport homomorf módon leképezhető az 6 B bázdsrészcsoportjára. 
E tételnek a következményei tóbbek A* hog y egy qj p --csoportnak ós 
bázierészcsoporgának ugyanazok a cíklizaaae zegré bontható csoportok a 
htiloomorf képei. vagy az a tétel 9 hogy ha H homomorf képe a C1p -cso port-
nak. akkor H --nak bázisréezcs ort o, homotnorf képe ( bázisrészcsoport-
jáoak. 
Szele Tibor 0491 a csoportot kvázi-felbonthatatlannak nevezi. ha 
nem lelket felbostabii végtelen cikl ikus csoportok direktőaszegére. Be bizo -
nyitja. hogy az Összes kváztfeloszlhatallan csoportok számossága kisebb 
vagy egyenkl a:kontinuum-azámoeséggale Kontinuum -- számosságu kvázi -
feloszthatallan csoport pi, a p, pk rendű ciklikus csoportok di--
rektőes sge A faideleestéek I orzat őrésze Jahol p prima zá m j. 
Bebizonyitje. hogy a z A csoport Semnes diaektasszeadandó$ vagy 
18. 
v gee. vagy konI uum--azátroseágu. leírja az A csoport 8nezes c-4- 41@- 
morlizmusit  és bebizonyltia. hogy e d nek a csoportiak fhiden end 
képe vagy végss. vagy megszémláilaatóan végtelen vagy kontbnuui a..osz-
eooasiga. 
Erdélyi Mária EíJáitalánositotta azt az Ismeri tényt. hogy ha 
olyan p  -csoporti hogy nem tartalmaz végtelen 	 elC aek6tb 
akkor a Cj minden eleme belefoglalhétó a csoportn .k egy véges dl olr ... 
6ea seadandbkába. $ r d é l y i bebdz onyItottas hogy tetszőleges Q  p 
valamely cx eleme akkor és csakis akkor van benne a csoport egy végen 
dtrektősezeadendójában $ ha az cu elem által generált fotJ  cíkl ;. s cso 
port nem tartalmaz végtelen megaeeá pi ®l emel„ 
F u c h s L á s z 16 E 83 az m -felbonthatatlan csoportokat vLLgál .• 
Ja, Legyen m tetszőleges kardinális szám. Ad a csoportot /a melynek 
számossága kisebb m m -felbonthatatlannak nevezzük. ha nem boy lík 
kel olyan részcsoportok direkt önszegésre. melyek lhalmezának a azárnoa 
ga nagyobb vagy egyenlő m o Bebizonyítja. bogy a redukált primőr cso-
portok kőzött akkor és csakis akkor vannak m -felbontható csoportok. 
amikor vagy létezik olyan kardinális a azám. bogy n <m g ns° 
vagy létezik kardinális--•számoknak olyan n,,, nt,... < m soroz at ai hogy 
kint vyt 	me gszémlálható. 
Tetszőleges m -felbootbatadan primér csoport számossága nem na 
gyobb mint r tik. Nem létezik taegszámlálliató No felbonthatatlan redukált 
elmér csoport„ Tor zlócsoport akkor és cs akis ekkor m -felbon ihat allen. 
ha minden prmérkomponeiÉ: c - m felbonthat aflan. legfeljebb véges szárnu 
prlmérkompenens bázlsréazcsoportja rn azámosságu. mig a többiek ez t' 
mosságának az ősszege kisebb rrn '-nél. 
T'orzlémeotes--csoportok. 
S ele Tibor,j-11Jegy PON TRJAGIN TÓL származó elégséges fel--
tételt uj bizoeyltást a tétel következő átfogalmazásában : Bgy meg--
asámlálhat6 torzlómentes Cj csoport akkor és c akía akkor ciklus bsaze ;. 
79., 
ha minden véges r -re teljesül a z, hogy Cj -nek r «edrangu al  
csoportjai eleget tesznek a maximum feltételnek.  
Bognár  Mátyás (41 igen egyszerű példát talált direktl lbontha -
talias imásodra torziómentes csoportra. Fájdd* a következő tekint--  
sók a kompi' számol additív csoportbtban az  
714.  (n4-1, 2'...1 és 	1 12.-i- 
elemek által generált részcsoportot. Erről könnya kimutatni, laogy direkt  
felbont atatlan.  
Fuchs László (l4Jolyan példát ad a torziómente' 2 r 
számossága csoportra. amelyik nem bomlik tel d&rektkes %ogre. A mód -
szes~ m dyet a példa felépítésénél használ 22" 	fenti t ula$onság 
gel rendelkező nem-izomorf csoportot ad. A munkában olyan 2 r szá-
mossága ceoporba is ad példát' mely & endomorlizmusgyűrű je kommuta--  
ar, 
A®unkáhos MlS1NAaReíarati®aikl Teurnél-ban a kővetkező meg - 
jegyzést bate A szerző azt mondja. hogy a p cx = at öss re - 
függősből az ellentmondás kövelkezése nem biztos, rraiwl a Cf  ceoport--  
bam at osztható lehet p -rel /í'éldául p=3 esetben 
9.~ = 3E9',a, + 
3_,,(
9/4 +   gv) -3-4(9'y +Sa) - j 4( at + 9, 3  
ehhez hasonlóan tetet eges páratlan szó ínra./ 
Azonban kőnnyü rnegmutatai. hogy ha p=2 sakkor 9at  nem osz t-
ható p --vel rĵ -ben és akkor az ellentmondást valóban megkapjuk.  
Angi a bizcnyitésa. hogy 4, képe egy '' honnomortizmusnél C .  
ban fekszik. srintén csak p=2 esetén adódik. 
c./ Vegyes - csoportok.  
Erdős Jenő C31 bebizonyította a következő tételt : Legyen J 
mega zAmlálhatóps.akvégtclen ciklikus csoport telje a direkt ö'szege. Létezik  
olyan éj nernszéteaő vegyes-csoport. amelyek torziócsoportja szerinti  
faltorceopor izo morf J --vol.  
d./ Egyéb strukturális vizsgálatok.  
Szele Tibor C81 egyik dolgozatában egy olyan elmélet alapjait 
80. 
dolgozta 	melyeknek a csoportok strukture elméletéb en ugyan az a 
szerepűk. mint a koin nutativ testek elméletében a STBINITZ- 161. 
testbóvitéai elméletnek. Csoportok algebrai 64 transzcendens bővítése 
után megmutatja, hogy egy tetszőleges esoportbóvitós mindig megva 
lóelthat6 egy tie zta transzcendens és egy azt követő algebrai h óvatás 
által. Bármely csoportnak van pontoson egy algebrailag zárt algebrai 
bővítéses. Az algebrailag zárt csoportok ama tulajdonságuknál fog y. van-.  
nak kitűntetve az összes csoporti k őzűt, bogy bármely őket tattalmnaz8 
csoportnak direkt komponensei. Egyébként az összes algebrailag zárt 
csoportok a 
direktösszeg alakjában állnak elő . Ennek az elméletnek egyik eredmé-
nye az uj rang-fogalom tetszőleges csoportokra. Több lemert tétel uj 
6s részben élesitett bizon)itéaa is adódik ebből az elméletből. 
Szele Tibor CtiJ dolgozatában azt a nagy jelentőségű May t 
vee rt 6azre. hogyha egy csoport nem to rz iómen ies, akkor feltétlen űl 
van primhatványrendű ciklikus vagy PRGFBR-féle direkt ősezeadandója. 
FUc l-IS LÁSZLÓ (453 kimutatta., hogy a .s zAviine rész-
$aoportok néhány fontos tulajdonsága átvihető az m -szerv éne részcso-
portra is. A g csoport S réazcsoporUát rrs . -s zerváns--nak nevezzük, 
ha S direktóra zeadandú Cj minden olyan részcsoportban. amelyre S t=/l 
6. H modulo S rn -nél kisebb számoaságu H -beli elemhalmazzal S 
generálható. B fogalmat egyébként Gacaályi vetette fel. 
Kerté az Andor (53 észre oreszl. bogy bizonyos d u élltte ész-
lelhető a csoportok elméletébea Q melynél a szabad és teljes csoportok 
felelnek meg egymásnak. ~ Ennek a ddb'itáenak uj illusztrálásaként be - 
mutatja. hogy minden A csoport akkor ős csakis akkor teljes /sza - 
bad/ csoport amilor izomorf tetszőleges olyan csoportnak valamely fak-
toresoporUával (róazceoortJáv ‚/. amelynek részcsoportja /taktoresoport--
ja/. 
81. 
Bebizonyitja még a tóvetkező óndualltést : csoport melynek H olyan  
részcsoportja, hogy endomort képe is. akkor és . csakis akkor rendeike--
zlk .H -val izanorf direktössz0clandóval. amikor a . H ezsbed is t ;~a 
csoportok direktösszege.  
A szerző megjegyzi. hogy .ilyen analóg dualitás 	nde n kommutativ 
csoportra érvényes.  
3. $.. Adott tulajdoneégu csoport--osztályok meghatározása'  
A végtelen csoportok szerkezete csak .igen kevés esetben iameretes.K -  
lönösen  vonatkozik ez a.. vegyes.. csoportokra. app ezért a kutatók olyan 
módon igyekeztek meghatározni . az általános vegyes csoportok szerkezetét.  
hogy először bizonyos s pej iálle feltételeket kielóg itő csoportok eze rke -  
tét meghatározzák. Az ilyen vizsgálatok többek között néhány fontos csoport  
apus (Cfp°°),R#%ujabb érdekes . . jellemzését is ezolgéltatták, 	. . 
Szele _Tibor és .S:zélp41 .István : t41 kőzős dolgozatukban azt a  
kérdést vizsgálják. lio jy ,mely.ik „csoportok nem képezhetők le. homornorf nab--
don nemtriviális :vészcsoportjukrao , .Arra sz eredményre : jutlak. hogy az Ilyen  
cso• port  e . . ,= C(p), Clp°°l, R , . . csoportok valamelyikével ,izomorf.  
-. ; Fuchs.László,;-K.e .rté.az :Andor..ée.S.zele.. Tibo sr.. ~ E4J,.meg--
adták az: 8nduális csTortok teljes , leirását.:A,: 	 dualis- 
nak nevezzük a. H . cs oporital, , ka minden-,részcsoportjához van H 
-nak vele izomorf _ faktorcsoportja .és ..a . H -minden- .farktort soportjs Izomorf  
leaább egy. részcsoportjával,. Kimutatték.: hogy .: : -. 
Megs 4ámlélhn tő cso port_n em lehet- t. orziómenlea.  
Megszámlálható p :csoport akkor és csokis akkor őnduális. he vagy  
korlátosrendű, vagy nem korlétosrendű redukált p csoport és v é gtelensok p 
tipusu csoport direktösa zegére° bomlik.  
Torziócsoport • akkor és csakis akkor. önduéli ~►w:k* minden primérkozn po-
nenee. önduálie. 
Megezámlélha t6, vég telen:rangu_ _veg yee0eoport, akkor és csak ..1s. 4l kor 
őnduálie, ha felbontható valamilyen részcsoportjának: és  végtelen8ok . ~~ olyan 
csoportnak a direktösszegére. amelyek izomorfak a Z csoporttal, elled Z 
82 
r 
az Összes racionális szára additiv csoportjának. é végtelen ciklikus 
csoportnak 6s R -nek a racionális egész számok réázcs oportja szerin- 
ai P.A. 	  
yt Y41.1 ►wr tie v Fur yRLIaA ő U4 f0.111.44/6  
Megszámlálható a végeerangu vegyes csoport akkor és csakis ak-
kor önduális, ha fel b onátaat ó véges az ému végtelen ciklikus csoportra 
ós olyan torziócsoport direktösszegére, 	minden primérkornponenae 
nem korlátosren dű önduális p -issopori, 
FUCHS L.. KERTÉSZ A. 6s SZELE T. C31 dolgozata azokat a 5 
csoportokat vizsgálja, amelyekre g f tszőleges rés zcsoportja endomorf 
képe Cj -nelw 
Megmutatjék..hogy a qp csoportra ekvivalensek a következő állitá- 
sok : 
éo/ g az emlitett tulajdonségu csoport. 
a./ Cj -nek 6s tetsz8leg es bázisrészcsóportján ak f init rangtneg e gye- 
Gc'/ A csoportnak a- 9 báziscsoportja homornorf képe 
Ezekből folyik, hogy megszámlálható P csoport akkor 6s csakis ak-
kor nem rendelkezik a fenti tulajdonsággal, ha korlátos rendű 6sp tipusu 
csoportok nem üres halma zápak a direktőssze ge. 
Legyen r a g nem-torziócsoport torziórészcsoportja szerinti faktor-
csoportjának á rangja. A ( csoport sikkor és csakis .akkor az előbbi tu--
la jdons 6gu, hé a ! véges r esetén Cj véges számu végtelen ciklikus 
csoport 6s az emlitett tulajdonná gu torziócsoport direktösszege! b./ végte-
len r esetén Q rend elkezik r rangu Cazabádcaoport direktősszeadandóval 
ós Cj torz íórószcsoportjának minden T' primérkómnpnense. amelynek finit--
rangja nagyobb mint r az emlitett tulajdonságu pt csoport. 
Ezeken kivül a CJ  csoport akkor és csakis akkor a fen ti tulajdon-
eágu*- ha Cj - aak tetszőleges direkifelbontható ciklikus részcsoportja a Cj --
nak endomorf képe. 	 . 
FUCHS LÁSZLÓ (44Jmegmutatja* luny milyek azok á csoportok. a-- 
83, 
melyeknek univerzális homomort képük létezik és azokat, amelyeknek 
univerzális részcso porijuk létezik. 
A ( csoport. U homomoilt képét univerzálisnak nevezzük, ha a 
csoport minden H lioinomorf képe részére az U -ban van olyan 
részcsoport, amelyik izomorf N --val, Bebizonyitja, !fogy az összes tor-
ziócsoport univerzális homomorf képe létezik. Ennél, ha a g csoport 
prímér a p prin3szá,n szerint és a finitrangja M ••mel egyenlők, akkor 
,I ♦ qz 	ahol g, olyan csoport, hogy elemei rendjének 
összességében korlátos, a qz olyan, hogy rangja egyenlő a 	cso-• 
port fiait ranlljával, A 	univerzális homomorf képe az 1.Í'44+,EC(p°°f 
csoport. Itt Clpal a p°O tipusu csoport. 
Továbbá megmutatja, ha a g csoport T torziórésze szerinti 
faktorcsoportjának rangja - WW-4akkor a 	csoport univerzális rész 
csoportja akkor és csakis akkor létezik, amikor azW rang,:: vagy vég -
telen, vagy véges ugyan, de a 6/Fcsoport összes primérkomponensé • 
nek a finit rangja végtelen, a 4/T faktorcsoport pedig 4/T- Rk d 
alaku, ahol Rddi)-  6; tipusu 4 rangu torziómentes csoport és 
G,4... it  
A g cso port Z rész csoportját univerzálisnak nevezzük ha a 
összes többi részcsoportjának homomorf képe. Bebizonyitja, hogy 
a primér csoport akkor ős csakis akkor: rendelkezik univerzális része 
csoporttal, amikor a finit rangja vagy Q vagy o1 	. 
A torziócsoport akkor és csakis akkor rendelkezik univerzális 
részcsoporttal, amikor az összes primérkomponense rendelkezik ilyen 
részcsoporttal. 
Ha a g . csoport torzió szerinti faktorcsoportjának rangja 	4 
akkor a 	akkor és csakis akkor rendelkezik univerzális részcso-- 
porttal. ha ' .z, "• - ::v2g ,vé`ge 	-k ig:. a  
• 
1'ts --részcsoporttal, a ,9 csoport maga peri ig y= %►' $'CCAá?alaku a  
ha• 	oy) végtelen, 
.Í{:.tHrRIa,,,l 
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4. §. A csoport-- és gyürüelmélet határterületén. . 
A magyar matematikusok a felszabadulás óta komoly eredmé --
nyeket értek el a csoportelmélet következő három területén, amelyek 
egyébként a csoport- és gyűrűelmélet határterületének !s tekinthető. 
mivel az ide vonatkozó kutatások mindkét elmélet módszereit felliasz•-
nálják és . a kapott eredmények mindkét elmélet szempontjából jel en .,. 
tősek. E területek .: a,/ az operátormodulusok elmélete, b,/ adott tu 
lajdónságu endomorózmusgyűrüvel . rendelkezi csoportok meghatáro 
iása, c,/ adott tulajdonságu . csoportra építhető gy üniikn A illetve a-- 
dott tulajdonságu gyűrök le hetsége a additiv csoportjainak vizsgálata. 
Bár ezek a vizsgálatok egymás hoz közelállóknak tűnhetnek, hi-
szen például az R gyűrű feletti operátormodulul lényegében olyan 
csoportot jelől, amelynek endomofrizmusgyűrüje tartalmazza R egy 
homomorf képét, továbbá egy R gyürü additiv csoportja nyilván R 
modulusnak tekinthető. mégis a kutatásnak ez a három területe a gya-
korlatban messze ágazik egymástól, egészen különböző módszereket 
használ fel. azért indokolt az egymástól szétválasztva való tárgyalá-
suk. 
Az. operátormodulusok elméletében Szele Tibor és Kertész An - 
dor munkássága kiemelkedő. 
SZELE TIBOR 117  dolgozátában bebizonyitja. hogy ha R egy-
ségelemes gyűrű ós M unitár R mondulus, akkor az M részmodu-. 
luxaira vonatk ozó minimum és maximum feltételből f41. ik M végessége. 
ha R maxi málfa balideáljai véges indexűek R -ben. Ez általánositá--
sa annak az Ismert tényeknek. hogy a minimum 6s maximum feltétel:•-• 
nek élegettevő csoport véges és itt jegyezhetjük meg. hogy a mtigyar 
kutatások az operátormodulusok területén általában hasonló jellegű prob.-. 
lémá kkal foglalk inak : a csoportelmélet ismert eredményeit igyekeznek 
kiterjeszteni az operátormodulusok minél szélesebb osztályaira, 
KERTÉSZ ANDOR doktori disszertációjában jelentós lépónt tesz 
előre a korábbi eredményekhez képest, amikor elejti az oporát ortar- 
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tományul szolgáló gyűrű egységelemességét, Tetszőleges operátor--
modulus esetét ugyanis vissza tudja vezetni egységelemes operá --
torgyürüvel rendelkező modulus vizsgálatára. megmutatva, hogy tet-
szőleges R gyürünek létezik olyan 	egységelemes bővítése, 
hogy bármely MR u-modolue esetén R., ugy rendelhető R -•hez 
operátortartományként, hogy M unitér R4 modulus legyen, R 
elemei pedig változatlanul hassanak.  M is megmutatja, R bármely 
minimális fenti tulajdon ságu bővítése ekvivalens R közőrséges 
/Dorroli- féle/ R* egységelemes bővítésé vel. Megemlithatők a kö-
vetkező alkalmazások : az a triviális tény. hogy a csoport bármely 
0 rendű eleme által generált részcsoport torziómentes és benne 
bármely két obi) 0 -tól különböző eleme faín j'bJ#O 	R 
modulusokra akkor és csakis akkor érvényes, ha R* zórusosztó. 
mentes és bármely két 0 --tól különböző balideáljának metszete 
különbözik 	0 .-tó!, Igen érdekes még C. I. EVERETT egy sza- 
badmodulosokra vonatkozó tételének következő általánositás a : A 
tetszőleges R gyürü akkor, és csakis akkor olyan, hogy bármely . 
m szabadran gu szabad R modulus bármely részmodulusa is 
szabad és szabad rangja nem nagyobb 177 --nél, ha R* zérusosz--
tómentes baloldali főideálgyürü. 
KERTÉSZ további kutatásai a modulusok feletti egyenletek el-
méletére, valamint a teljesen redukálható / egyszerű modulusok di-
rektösszegére bontható/ modulusok jellemzésére vonatkoznak. 
KERTÉSZ nevéhez füződik többek között egy érdekes radikál f oga-
lom a modulusok elméletében, amely rokon&ágot mutat egyrészt a 
FRUTTINI-féle részcsoporttal, másrészt a gyürüelméleti JACOBSON 
féle radikállal. 
Áttérve az adott tulajdonsága endomorfizmusgyürüvel rendel-
kező csoportokra vonatkozó vizsgálatok áttekintésére és a követ-
kező értékes eredményeket kell megemlítenünk : 
86. 	 . 
SZELE TIBOR és • SZENDREI JÁNOS I 1 I bebizonyitottákn hogy 
egy torzióéso port en domorfizmusgyűrüje akkor és csak is  a ki.or komi .íl 
íáűv. ha a csoport izomorf az összes komplex egységgy;: Q Ok csoporijtá• 
nak egy részcsoportjával. Jelentői eredményei; et értek el vegyes csopor-
tokra  vonatkozóan is. 
• RÉDEI LÁSZLÓ és SZELE TIBORI 1 I dolgozatukban megmutatták 
hogy egy elaőrangu torziómentescsoportra épithető gyürü vagy 
rű vagy a racionális számtestnek egy / a dolgozatukban közelebbről meg-
határozott/ részgynrüjével izomorf. 	 . 
Vég űl megemliten dő SZELE TIBOR alábbi két eredménye. I 18 I 
Egy g csoportra akkor és csakis akkor épithető balideáljaira nézve 
minimum feltételnek eleget tevő nilpotens gyűrű /ARTIN-féle gyű rű/, ha 
a 	részcsoportjaira nézve eleget tesz a minimum feltételnek. 
A csoportra akkor és csakis akkor épithető balideáljaira néz--
ve maximum feltételnek eleg ettevő nilpotens gyürü /NOETHER gyűrű /, 
ha a C  részcsoportjaira nézve maximum feltételnek tesz eleget. 
5. *. A Hajós-tétel és áltaíánositásai. 
A ,HAJÓS- tétel MINKOWSKI egy olyan sejtésének bizonyitása so-- 
rán jött létre. amely azelőtt egy fél évszádon keresztül dacolt a legkivó--
lóbb matematikusok sokirányu bizonyítási kisérleteivel. A tétel geometriai . 
megfogalmazása - amely MINKOWS KI TÓL szár mázik- á kővetkező : 
Nevezzük pontrácsnak az a -dimenziós enklidesi térben olyan csupa izo-
lált pontokból álló ponthalmazi, amely őnmögába megy át minden olyan 
transzlációnál, melyet á halmaz két pontja által meghatározott vektor de-• 
finiál, Tové b bá, nevezzük egyszeresen térfedő kockarácsnak csupa egye 
bevágó kockák olyan halmazát ugyancsak az h dimenziós térben.. amely-
re érvényesek a kővetkezők : a tér bármely pontja hozzá t tartozik a hal-
maz legalább egy kockájához. de a halmaz két különböző kockájának soha 
sincsen közös belső pontja továbbá a halmazhoz tartozó kockák közép-
pontjai pontrácsot alkotnak. A tétel mostmár igy szól : egyszeresen tér- 
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fedő kockarács mindig oszlopozott., azaz tartalmaz két olyan szom-
szédos kockát amelyek egy a-'i --dimenzióju oldallapja teljes e-
gészében közös,  
A HAJÓS-féle csoportelméleti tétel megfogalmazása céljából  
tekintőünk egy Cj véges csoportot. A és B jelölje két tetszőle  
gee komplexusát 	-nek. Ha a q bármely eleme pon tosan e gy•  
féleképpen állítható elő egy A -beli és egy B .-beli elem szorza-
taként, akkor azt mondjuk, hogy a 4 az A és 8 komplexusok 
szorzata : 	 evezzük a Cj csupa különböző elemek- 
ből álló és 
2  [o6J„ = [4, ot,  ac, • . . , ~
n-43 
alaku komplexusait szimplexnek, Az all a szimplex záróeleme. Ez  
nyilván akkor és csak akkor eleme a szimplexnek, ha oc4='1 
vagyis, ha a szimplex csoport. Mármost a HAJÓS-féle csoportelmé-
leti tétel I II igy azó. d Ha egy 4 véges csoportot előállítunk  
szimplexek szorzataként akkor a szimplexek egyike okvetlenül cso-
port. 
HAJÓS tételét 1942-ben publikálták. A világ minden részén fel-
figyeltek rá a matematikusoké de HAJÓS bizonyítása mind máig lé- 
n yegében az egyetlen. Továbbhaladni főképpen csak HAJÓS bizoó•  
nyitásának technikai egyszerüsitésében sikerült, azonban a HAJOS-- 
TÓL származó döntő gondolatokat megtartották. Ezek az eredmé- - 
kr 
nyek is magyar matematikusoknak, elsősorban .I LÁSZLÓ s  
nak köszönhetők.  
Ezzel a problémával kapcsolatban a követk ező magyar ered-
mények láttak napvilágot. 	 ' 
RÉDEI LÁSZLÓ I2I, I31, 14I és I5 I HAJÓS tételére  uj 
bizonyitást nyert, amely a p csoportok esetére egészen egye ze-
rű, de a bizonyitásnak az általános esetére való kiterjesztése ne-
hézkes. A p -csoportokról szóló rész bizonyítása a következő ér-- 
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• dekes tételen nyugszik. Ha 9 csoport rendje P 44 és az o4 1, • • •/  
elemek 	-I generálják. továbbá közülük bármely 	számu elem á.e g 
alább P 	rendü részcsoportot generáll 	 - / 
d 	á ' 4 j akkor az 	°~' '. t. • 4 egy- 
elemeket alkalmas Hatványra emelve, majd e Hatványokat alkalmas sor' 
rendbe ir'do olyan U?j N' 2  i •• isorozat áll elő. Hogy aiz első 	tag 
által generált csoport rendje éppen ?K(4 .k i', ,bből a tételből J  
az 	 gyürü felhas ználásával .korolláriumként nyerhető HAJÓS  
tételének. 	csoportokra vonatkozó rés zee  
RÉDEI LÁSZLÓ [71 v [91 a csoportokat illetően ujs zerü vizs gá._ 
lfato kat 'folytatott,' amire 
számot és legy en ' Al  
cso port tetszőleges  z111 
setén jelölje ~1 
• 
rendszámok rendszere  
HAJÓS té tele inditri tta, Jelöljön Á4' fr-'0,1 	„gé.sz, 
az 4,, 2,/ ... n+. szttmok Halmaza. Tekintsük a  
••• ,444. részesoport ja it o Bármely/1/ 	N) ha?m az e‘ •  
)
az A i (G E /14 	részcsoportok szorzatá t, Az 
4M) (A1 .  -̀ N) 
(W '? 3 esetén) igen nehezen áttekinthető, A 
zért, hog y e rendszerről felvilágositást nyerjen bevezette a (M)`2 
M. 	(00 riebvl ~ 
függvényt 	.komplex változóval. Ebben feltünó% bo gy ha a tetszőleges  
az egész számoktól. különböző 4- ..-nél nag yobb pozitiv 	akkorS(z) 
sem alulról, sex felülről nem k orlátos. Bizonyos esetekben i(z) az A4, A: , 
végtelen rendszere is definiálható, s lehetséges egyéb strukturákra  
t 
való kiterjesztése is . A megfelelő el(z)  függvények a Riemann--féle ze-
tafüggvén yek általánositásai. I-Iajás tétele ekvivalens azzal, ho gy bi'- 
zon yos speciális zet a--függ vények a Z- d helyen való polusos voltából 
következik, u gy ugyanazoknak a 	helyeken is pólusa van, 
SZELE TIBOR is bele kapcsolódott a HAJÓS--féle csoportelmé-
leti tétel egyszerüsitésére vonatkozó vizs gálatokba, Dolgozatába RE-
DEI professzor e gyszerü bizonyitásán további egyszerüsitést hajt vég-
re, HAJÓS és RLDEI bizonyitásában két se gédtétel játszik komol y sze-• 
S(*z.) 	
("z ; A 1 .
. . , A , 
d9. 
rep®t amelyet ők a csoport algebra fella aeználásavai oiznnyitanak.  
SZELE egys erüsittésének iÉnyegt 	:logy a7 e -.q•ik segédtétel 
kliktethatd, sőt 	 iéPéseinek 	ezt 4  =,.2  ..vet ~o-- 
vébbi rgys ~iisítéa. i,  vt=gez a;i% 	 mcidsz rt csak 
E 	t9gyik g ~ ,a ~ _̀' dam! F r!~ ` a? ~~ _,j47f:.s 	FI w°~ ! l foil o 
B t 6 	M. 1 i 7  Emil einfarh 	4i ek¢. z  zeriegbarer a -.. 
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